Echantillonnage, signhaux discrets
et transformee de Fourier

!'_ discrete



i Plan

= Rappels: échantillonnage, signaux discrets (1 seance)
= Introduction de la TFD (1 séance)

= Ameliorations de la TFD: fenétrage , FFT (1 séance)



Echantillonnage et sighaux

!'_ discrets

Numeérisation d’'un signal
Etude de I'echantillonnage
Correspondance continu-discret




i Numeérisation d’'un signal (1/16)

Signal - fonction continue de t

i

Numeérisation

§

I

Echantillonnage

+

Quantification

Traitement sur un processeur
(ordinateur)




i Numeérisation d’'un signal (2/16)

= Définition de | 'échantillonnage

= X(t) = signal d’amplitude continue d 'argument
t continu (= signal analogique)

= {t.} suite d 'instants

me==>la suite {x(t,)} est un signal echantillonné

g

Signal d’amplitude s mlp _Signal défini en certains
continue Instants seulement




i Numeérisation d’'un signal (3/16)

= Quelgues définitions
= X(t)) = un echantillon
« echantillonnage : opération permettant de
passer de x(t) a {x(t,) }

/’
Sit,,.,- t.=T, | ’echantillonnage est dit requlier

< T, = période d’échantillonnage

ve = 1/T, = fréquence d’echantillonnage
N




i Numeérisation d’'un signal (4/16)

= Exemple






i Numeérisation d’'un signal (5/16)

lllustration de | 'échantillonnage (1/2)

Amplitude de zignal




Numeérisation d’'un signal (6/16)

lllustration de I'echantillonnage (2/2)

Amplitude de zignal

signal @&chantillonnaé Te=D'DSS [+ 2
1 ]
— T T T T T
—+ —+ —+
—+ —+ —+
—+ —+ —+
—+ —+ —+ -1
—+ —+ —+ —+
—+ —+ —+ —+
—+ —+ —+ —+
—+ —+ . . —+ —+
=2 o .4 o.6 o.g 1 1.2 1.3 1.6 1.8
tem p

10



i Numeérisation d’'un signal (7/16)

= Définition de la quantification :
= X(t) = signal d’amplitude continue d 'argument

t continu (= signal analogique)

{xq,} suite d 'amplitudes k eZ

Soit {,(D)} le signal tel que :  x(t) e {x0 |

Z

! |

Signhal quantifié

temps continu

Signal défini en
certaines amplitudes

seulement
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i Numeérisation d’'un signal (8/16)

= Définition de la quantification :

= guantification : opération permettant de passer
de x(t,) a {xq(t,) } c’est a dire un ensemble de
valeurs discontinues predéfinies

Si Xq,..1-Xd, = g la quantification est dite uniforme

g = pas de guantification

12



i Numeérisation d’'un signal (9/16)

= Exemple de regle de quantification uniforme:
s La troncature

X(t) € [ka; (k +1)q[= xq(t) = kqg

= | 'arrondi

x(t) € [(k - D) (k + D)= xa(t) = kg

13



i Numeérisation d’'un signal (10/16)

= Exemple
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Numeérisation d’'un signal (11/16)

lllustration de la quantification (1/2)

1

o.9

o.=

o.7

o.G

o.5

Amplitude de zignal

o.4

0.3

0.z

o.1

u]
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Numeérisation d’'un signal (12/16)

lllustration de la quantification (2/2)

Amplitude de zignal
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Numeérisation d’'un signal (13/16)

= Numeérisation = Echantillonnage + Quantification

signal continu fen noir), signal @chantillonné (+ 1, signal quantifié¢ {(en bleul), signal num &riz & fen wvert’

T O O O
1
1
DQ r----"-"-"-"\F"--"=-"=-"=-"=-"—"-"“~-"=-"=-"=-"=-7T~= = _I'______: _______________________________ =
:
(u = I O F . S A S T -
:
= 0.7 b oL o a_Wwo o _w i ____ 4
= :
(7]
— 1
T S i Lo oo R B
=3 . ! , 1 . |,
w Signal_échdntillonrié +
e o T O S I L L L A N S
= - 1 1 W LVd
= Signal quantifie
[N o i e T
E Signal numgrisé +:;
.= F-=--- - ______I______J.______:_ ______ E_______: ________________________ -
1
1
- et e it R e L e Rt - - -
:
D1 I~ ____I_______l______T______I'______: ________________________________ =
:
1
(] 1
u} o.o5 [ o.15 o.z2 o.z25 0.3 o.35 0.3 o.a5 o.5
tem p=
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| (14/16)

d’'un sigha
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i Numeérisation d’'un signal (15/16)

= Numerisation = possibilité de traitement sur
ordinateur

= La numerisation entraine :
= Déegradation et Distorsion du signal
« Perte d 'information sur le phénomene physique
Initial
= =>Possibilité d 'une analyse erronee du
phénomene physique
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Numeérisation d’'un signal (16/16)

= |l faut analyser et connaitre les distorsions introduites par la
numerisation

= Dans ce cours, on se limite aux distorsions introduites par
| ’échantillonnage:

= Modelisation mathématique
= Conséquences sur le spectre : « aliasing»
= Comment « bien » échantillonner ?
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Etude de I'echantillonnage

g (1/12)




i Etude de I'’échantillonnage

= Modélisation de I'échantillonnage :

(2/12)

= Signal échantillonné deéfini en des instants particuliers =

ensemble de mesure nulle

e

t

= Le résultat fait penser a une distribution de type

peigne de Dirac
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i Etude de I'échantillonnage (3/12)

= Modéelisation de | 'échantillonnage :
= X(t) consideré comme définissant une distribution
= W(1) le peigne de dirac défini par :

W(t) = 38(t - nTe)

N=—00
Xe (1) = X(1)W(t)

= distribution qui modélise le signal
echantillonneé
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i Etude de I'échantillonnage (4/12)

D xe() = 3 X(Te)d(t—nTe)

N=—00

A Lal)
-+ x[l) A
i

xi-2) gk A(3)
L

(5]

1]




i Etude de I'échantillonnage (5/12)

= Spectre du signal echantillonneé :
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i Etude de I'échantillonnage (6/12)

= Spectre du signal echantillonneé :

v
Périodisation par | 4 Spectre du
échantillonnage signal
/ N | continu /
-V - VgtV -V, 0 Ve -Vt Ve Ve
~— S — B

Il faut faire la somme de tous les spectres

28




i Etude de I'échantillonnage (7/12)

= Pour éviter de perdre de l'information il faut
conserver dans le spectre du signal échantillonné le
spectre du signal continu

= C'est a dire :
Ve = Ve 2Vve  (X(ve) =0)

- e Shannor

(ou Nyquist)

L, est la frequence max du spectre de x(t)



i Etude de I'échantillonnage (8/12)

= Exercice : soit x(t) un signal dont la transformée de
Fourier est representée ci dessous. Tracer l'allure
de la transformée de Fourier de x(t) apres

échantillonnage.
1 X(f)

-5kHz 5kHz
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Etude de I'échantillonnage (10/12)

= Limites pratiques du theoreme de I'echantillonnage

= Le spectre du signal est rarement parfaitement connu a
I'avance

= Un signal réel est rarement a bande limitée : il n 'existe
pas de frequence v, telle que :

) VM > ‘VC‘ X(v)=0
On utilise alors un filtre anti-repliement (anti-aliasing) pour

atténuer fortement les frequences supérieures a une
frequence v, donnee.
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i Etude de I'échantillonnage (11/12)

= Echantillonnage pratique

= En pratique un échantillonneur est réalisé a 'aide d’'une
porte analogique qui s’ouvre un court instant T pendant
lequel le signal x(t) est mis en mémoire

= Aussi petit que soit 1, ce n'est pas x(kte) qui est mis en
memoire mais une certaine fonction de x(t) entre les
Instants (kTe- 1) et kTe

KT
X = jkT _Tx(u)du

e
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Etude de I'échantillonnage (12/12)

= Echantillonnage moyenneur
= On met en mémoire

= Tout se passe comme si le signal x(t) était filtré par un filtre
intégrateur a moyenne glissante sur la durée t

= Echantillonnage maintien
= On retient la valeur du milieu de lI'intervalle sur toute la durée <

= Echantillonneur bloqueur

= Cas particulier de I'échantillonneur maintien avec t=Te (realisé
par les CAN)
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i Adaptation des concepts de base (1/3)

Proprietés spectrales et energétiqgues des
signaux deterministes discrets
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i Adaptation des concepts de base (2/3)

= L'ensemble des concepts de base du traitement du signal s’applique aux
signaux discrets.

= |l existe une correspondance entre les définitions : continu-discret.

Sighaux continus Signaux Discrets
+00
Energie: B 2 _\ 2
E =[xt E=D> " |x(n)
—00
Puissance 1 "=tN 5
- P= Ilim —jxt dt | P= I|im x(n)
Moyenne: m ‘ ()‘ o SNl :Z_: ‘ ‘
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i Adaptation des concepts de base (3/3)

s Fonction d'intercorrélation:

Signaux continus Signaux Discrets
Energie finie:
+00 « N=+00
Cyy (1) = [ x()y (t-T)dt Cyy(m)= > x(n)x (n—m)
— o0 N=—c0

Puissance finie:

+T n=+N
Cyy(1) = _lim L. j x(t)y (t-1dt | Cym= lim 1= > xnx (n-m)

T—+o0 e n=—N
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i Adaptation des concepts de base (4/3)

= Méme principe de correspondance pour les signaux numériques:

Densité spectrale Densité spectrale
(Signhaux continus) (Signaux discrets)
+00 _ +00 5
7= [Cox(r) €72 ds 7x(r) = Cyx (e
—00 —00

Hors programme
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Rappels (1)

ler Cours:

-Insuffisance de la représentation temporelle x(t)
=> importance de la transformeée de Fourier (spectre).

-Rappels sur la transformee de Fourier (continu)
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Rappels (2)

x 2eme Cours:

- Necessite d’obtenir des signaux numeriques (processeur)

-Signaux numeériques: échantillonnage+quantification

-Condition d’échantillonnage: théoreme de Shannon

-Spectre d’'un signal échantillonné (periodisation en frequence)
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!'- La TFD

Calcul d’un spectre sur processeur
Vers la TFD
Echantillonnage fréquentiel



Comment calculer un spectre sur un
i processeur (1/2)?

= Transformée de Fourier:
= calcul exact du spectre
= connaissance du signal continu de moins l'infini a plus
I'infini
= |e résultat est une fonction continue

= Elle est difficilement implémentable sur un processeur

C Introduction de la TFD...
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Comment calculer un spectre sur un

i processeur (2/2)?

= On recherche alors un calcul approché qui soit facilement
Implémentable: =>Transformée de Fourier Discrete (TFD)

= Attention! : calcul approché == erreurs => erreurs
d’interprétations possibles => possibilités de conclusions
fausses sur le phénomene physique

= |l faut comprendre ce gu'on manipule....
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i Vers la TFED (1/3)

= Probleme 1 : le signal est continu (valeur de t et amplitude)
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i Vers la TFED (2/3)

s Probleme 2 : la sommation discrete s 'effectue
encore de moins | 'infini a plus | 'infini

a7






i Vers la TFED (3/3)

s Probleme 3 : le résultat est encore une fonction
continue de la fréguence
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i Comment choisir v, (1/4) ?

= L ’échantillonnage temporel a Te=1/v,_ implique
la périodisation du motif spectral tous les v,

v
Périodisation par | 4 Spectre du
échantillonnage signal
/N < continu /’\
>
L
Vo - VgtV -V 0 Ve -Vt ve Vg -



i Comment choisir v, (2/4) ?

= L ’échantillonnage frequentiel a Ts=1/v, implique la
périodisation du motif temporel tous les 1/v

v
Périodisation par
échantillonnage

A Ll Ll

t

X~(nTe) Signal initial
temporel

-1/v - Uv+(N-1)T, 0 (N-1)T, v, Uvgt(N-1) T,



i Comment choisir v, (3/4) ?

s |l faut donc éviter les recouvrements
temporels

= (N-1)T, < 1

Vs

On choisit

- Résolution
classiguement I fréquentielle
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Comment choisir v, (4/4) ?

= Pour ameliorer la résolution fréquentielle on
peut:

= Soit augmenter la durée du signal c’est a dire N AV
= Soit augmenter Te mais en prenant garde a l'aliasing

1
NTe

= Une erreur fréequente consiste a dire qu'on ameliore la
résolution en complétant le signal observe par des valeurs
nulles afin d'augmenter N artificiellement (Zéro
padding): ceci améliore la finesse d’analyse mais ne
modifie en aucun cas la résolution frequentielle puisqu’on
n'apporte aucune information supplémentaire
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i Expression finale de la TFD (1/6)

S7






i Expression finale de la TFD (2/6)

2Jnnk
Xk)= Yx(ne N |ke{01,..,N-1

N-1

Expression de la TFD inverse :
2]mtnk
x(n) = ZX(k)e N hefol,..N-1)
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i Expression matricielle de la TFD (3/6)

N—1 2Jnnk
X(k)= Y x(n)e N k e{01,...,N-1}
n=0
Ligne k+1 ) Colonne n+1
- X(@©) ] |4 1 - x(0)
1
X(.l) _2Intnk X(.l)
. e N ;
X(N-2)| |1 L x(N=2)
X(N-D) | |1 A x(N=-1)

60



i Exemple de TFD (4/6)

= X(t) =sin(2rnt), N=4 etv, =4 Hz
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Exemple de TFD (5/6)

-
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Exemple de TFD (6/6)

-
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Rappels

-1°" cours:  Insuffisance de la représentation temporelle (TF)
-2¢me cours: Nécessité de traiter des signaux numériques

-Signaux numériques: échantillonnage+quantification

-Condition d’échantillonnage: theoreme de Shannon

-Spectre d'un signal échantillonné (périodisation en fréquence)
-38Me cours: Introduction de la TFD
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i Rappels: définition de la TFD
N—1 2Jnnk
X(k)= Y x(n)e N k €{01,...,N-1}
n=0

Ligne k+1 Colonne n+1
" ox(0) 1 |1 1 1 1 x@) -
X(1) 1 ... e e X (1)
: | . e |0 : : :
X(N-2)| [1 ... .. ... ..|x(N=2)
X(N-1D) | |1 ... oo I X(N-D)
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i Propriétes de la TFD (1/2)

N-1
TFD: X(K)= Y x(nw "™ ke{ol,...,N -1}
n=0

N
TFD_inverse: X<n>=ﬁZX<kWV‘”k ne0l...N-1
k=0

avec W=e_% X(n) < X (k)
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i Propriétes de la TFD (2/2)

Proprietes discret TFD
Linearité ax(n) +by(n) aX (K)+bY (k)
Retard x(n-r) X (K)WHkr
Convolution (circulaire) x(n)*y(n) X(K)Y (k)
Multiplication x(n)y(n) % X (k) *Y (k)
Conjugaison x*(n) X*(k)

Théoreme de Parseval

.
Y]

n=0

N-1 2
5 D[
k=0
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Conséquences du fenétrage sur la TFD

L S




i Consequences du fenétrage

= Soit le signal échantillonné h(n) défini par:

h(n)=1 ne{01,...,N-1}
h(n) =0 sinon

————————————————————————————————————————————————————————————————————

plitude

i e Tl e i it Ll il

Am

- - - — — - — - 4 - D — e A e A e m e — — — = — = — ]




i Consequences du fenétrage

= Le spectre du signal h(n) est égal a:

72



étrage

du fen

/7
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cons

e -

hantillann &

&

tre

la fené

Spectre de

T T T T T T
I I 1 1 1 1
I I 1 1 1 1
I I 1 1 1 1
I I 1 1 1 1
I I 1 1 1 1
et 7 __ _ _____ L___d____.
" i —— L 1 1
I I 1 1 1 1
I I 1 1 1 1
I I 1 1 1 1
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I
I
I
I
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o
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frequence
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i Consequences du fenétrage

= Principales propriétés:
= annulation pour v=Kkv./N avec k entier relatif non
nul
= fonction periodigue de période v,

= Module maximum en kv, (= N)
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i Consequences du fenétrage

Xo(v) = Nz—:lx(n)e—ZjnvnTe _ Jio[x(n)h(n)]e—zjﬂV”Te
n=0 N=—0o0

= Par consequent calculer une TFD c ’est calculer

= |le spectre du signal x(n)h(n) (fenétrage ou
apodisation)
= et pas celui de x(n)
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i Distorsions apportees par la TFD

+Ve
2
x(Nh(n) )y 1 TX(PH(v - Fydf
Transformee Ve
de Fourier —Ve
2,
T
- XTFD(k)—l | X (f)H(kVe f)df
Ve —Ve
2

~ Convolution d’'un signal X
par la fonction de transfert de la porte
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Effets du fenétrage sur un cosinus

X(V) H(Vv)

77



i Effets du fenétrage sur un cosinus
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Effets du fenétrage sur un cosinus

20

Distbrtién impértante

15




i Distorsions apportées par la TFD

= On a donc, entre autre, I'apparition
d 'oscillations parasites dues aux lobes du
spectre de la fenétre rectangulaire
échantillonnee.

= On peut limiter ces oscillations parasites en
utilisant une autre fenétre c 'est-a-dire une
autre fonction A4n) dont les lobes spectraux
sont d 'amplitudes plus faibles
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i Autres fenétrages possibles

= On peut classiguement utiliser:
= une fenétre triangulaire,
= une fenétre de Hanning,
= une fenétre de Hamming,
= une fenétre de Kaiser,

On calcule > TFD sur x,(n)
X1(n)=h¢{(N)x(n)
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La fenétre de Hanning

Fenétre de Hanning h(n) =

de la fenétre

Amplitude

—————————————————————————————————————————————————————————————————————

—————————————————————————————————————————————————————————————————————

____________________________________________________________________

—————————————————————————————————————————————————————————————————————

_____________________________________________________________________
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rectangulaire

| Comparaison Hanning - fenétre

ZY : : : : : : : : :

“ | Spe:btre dé la feniétre re:ctangbillaire (:20 poirﬁts)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
I I I I I I I I I
[0S0 R A A S S AR S N S I
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
I
1

Spectre de la:fenétre de Hanning (20 points):

apituce

4 1

S S RS SRS S S S SO SO S

| L



Autres fenétrages possibles

Equation

Représentation

Représentation

Largeur

Amp. relative

Nom ;
Vne{0...N -1} temporelle fréquentielle lob.princ. febigring
lob.sec

Rectangulaire wn] =1 2
e -13dB

N

Triangulaire n—( 2L - 4
= 1= r(v: ) — 25 dB

(%) N
Heplig w[n] = 0.54 — 0.46 cos ( B & 41 dB

N -1 N

o N o
. 2mn !

Biackaiai wn] = 0.42 — 0.5 cos (N - ) 6 Jr——

+0.08 cns( 0% ) =

' N-1

Table 3 Différents types de fenétres et leurs caractéristiques

nb d’'oscillations ™, (recherché) mais largeur du lobe princ./OJ




i Exemple (1)

= Comment calculer un spectre de TFD
avec fenétrage ?

= On reprend notre exemple:

X(t) = sin(2nt), N = 4 et v, = 4 Hz+Hanning
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i Exemple (2)

= X(t) = cos(2nrf,t)
m fO = 0.5 Hz
= fe = 8 Hz

= 3 analyses par TFD :
= N1 = 16;
= N2 = §;
= N3 = 24;
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Exemple

N1 =16 : 1/NTe = 0.5 Hz;

________________________________________________________

_______________________________________________________

_______________________________________________________

_________________________________________________________

_______________________________________________________

Signal TFD idéal:

-On retrouve le spectr
Du signal continu

-Pas de raies parasites
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Exemple

1 I+ [ [ [ [ [ [ [
: + : E
05 ______________________ :l__i-_____'i' ________________________
[:]______L_____L_____L_____:_ _____ _i_ ________________________
O S RN SR S S 5= S S S
1 : +
- ! +
] 0. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 07 0.8 0.
1
4 T I
4 : i
3 ________________l_______T_______:_ _______________________
= :
< T e SNy SRR NS URERpURUT DRURURRPUp
x 1
= " | "
' S S o S F SRR I
0 :
0 1 2 3 4 L) 5 T
f

N1=8; 1/NTe =1 Hz;

-Résolution frequentielle
trop faible
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Exemple

s N1 =24 : 1/NTe = 0.333... Hz;

+— T T | F T F |
+ : L+ o+
05++ """ + 0
(S | R T Lo I T S
E T f : T
0.5F-------- A e R L
T + | T
’ : + |+ : : +
0 05 1 1.4 2 2.5 3
t

Etalement du aux lobes secondaires
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Exemple

+

= N1 = 24 avec fenétrage de Hanning

1
0.5
=
E 0
-
=
0.5
A
&

_______________________________________________________
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i Calcul pratique d’une TFD

= TFD = multiplication matricielle

» X =Ty X avec Ty = [e-2mnk/N]
= La TFD nécessite au moins N2 multiplications

= On cherche a réduire par un algorithme
speécifique : la F.F.T. (Fast Fourier Transform)

= Si N= 2™ on a alors N log,(N) opérations
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i FFT(1/9) (hors programme)

= Algorithme de Cooley-Tuckey (1965) s’appuie sur paradigme classique:
« diviser pour mieux régner »

N-1
X (k)= Y (WK
n=0

Supposons que N=2m soit une puissance de 2:

N, N,

2 2
X(K)= Y x@nWE™ + > x(2n+ 2w e

n=0 n=0
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FFT(2/9)

o (—jznsz (—jan
m Or W2— N _e N/2

N =¢€ =W /2
ﬂ_l E_l
X (K) = Zx(Zn)\NN Y W Zx(Zn +1)va 5
N= O\_Y_J n=0 N

Le premier terme est la transformée de Fourier d’'une séquence
y(n)=x(2n)...Le second terme est la transformeée de Fourier
d’'une séquence z(n)=x(2n+1) de longueur N/2.
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i FFT(3/9)

= On obtient alors:

X(K)=YK)+Wg -Z(k); k=0L...N-1

Le calcul de X(k) peut étre décompose en deux calculs
de N/2 termes en remaNquuant que:

k
Wy 2 =-W{

-

X (k) =Y (K) + W - Z (K): k:O,L...%—l

N

3
X (k +%) =Y(K)-WK -Z(k); K =04,...— -1
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+

FFT (4/9)

@
@ X(k+N/2)

~W

N additions complexes et N/2 multiplications
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i FFT (5/9)

= N étant de puissance 2, on peut itérer le procéde pour
estimer les sequences Y(Kk) et Z(k):

-

Y(K)=UK)+WZE -V (K); k= o,L..%—1

Y (k +%) “UK)-WZ*-V(K): kK :0,1,...%—1

\
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FFT (6/79)

= Entrelacement pour N=8, lere éetape

Na

Y.

AEAN

RN

Séparation: pair/impair

i

x,

b

*y

He i

Premier entrelacement:

Introduction Y (k) Z(k)
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i FFT(7/9)

= Entrelacement pour N=8, 2eme étape
x, —» u, — X
N2y | \ A 7 ‘"

Itération de I'entrelacement
sur y(K) et z(k)
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i FFT(8/9)

= Transformée de Fourier rapide N=8 :
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FFT(9/9)

= Bilan N=8

= TFD standard [N*N-1 additions et N? multiplications]
=« 56 additions et 64 multiplications (complexes)

= FFT [Nlog,N additions et ~(N/2)log, N multiplications]
= 24 additions et 17 multiplications (complexes)
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i Bilan

1. Rappels concepts de base V (10%6)
». Transformée de Fourier discréte \ (40%6)

3. Filtrage numérigue
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